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Построены три семейства точных решений, общих для стационарной
системы Навье–Стокса и соответствующей квазигидродинамической
системы. Эти решения не удовлетворяют уравнениям Эйлера. Приведе-
ны конкретные примеры решений, описывающих течения вязкой жид-
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Введение
Первые точные решения системы Навье–Стокса для вязкой несжимаемой жид-
кости, не удовлетворяющие уравнениям Эйлера, были построены в середине XIX
века Джорджем Габриэлем Стоксом. Самые известные из них описывают течения
Пуазейля в плоском канале и трубе [1], [2]. В XX и XXI веках это направление
интенсивно развивалось. Обзоры полученных результатов представлены в науч-
ной литературе.
В [3] была предложена еще одна система уравнений, получившая название
квазигидродинамической (КГД). Эта система является диссипативной и имеет
глубокие связи с классическими моделями Эйлера и Навье–Стокса. Результаты
теоретических исследований КГД системы для слабосжимаемой вязкой жидкости
представлены в монографиях [4], [5], а также в статье [6]. В частности, подробно
изложены методы нахождения ее точных решений. На основе КГД системы кон-
струировались численные методы расчета течений вязкой жидкости как в двумер-
ном [7], так и в трехмерном случае [8].
В настоящей работе построены три семейства точных решений, общих для ста-
ционарных систем Навье–Стокса и КГД, но не удовлетворяющих уравнениям Эй-
лера. Приведены конкретные примеры решений, описывающих течения вязкой
жидкости, и дана их физическая интерпретация.
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1. Стационарная система Навье–Стокса для вязкой несжимаемой жид-
кости и ее точные решения
Классическая система Навье–Стокса в динамике вязкой несжимаемой жидкос-
ти для стационарных течений имеет вид
div ?⃗? = 0, (1.1)
div (?⃗?⊗ ?⃗?) + 1
𝜌
∇𝑝 = 𝜈∆?⃗?. (1.2)
Влияние внешних массовых сил не учитывается. В записи системы (1.1) – (1.2),
замкнутой относительно неизвестных функций – скорости ?⃗? = ?⃗?(?⃗?) и давления
𝑝 = 𝑝(?⃗?), использованы стандартные обозначения из тензорного анализа. Напри-
мер, диада (?⃗?⊗ ?⃗?) представляет собой тензор–инвариант второго ранга, получен-
ный как прямое тензорное произведение двух одинаковых векторов ?⃗? и ?⃗?. Вектор
?⃗? = (𝑥1, 𝑥2, 𝑥3) = (𝑥, 𝑦, 𝑧) задает точку в пространстве R3. Символы div и ∇ опре-
деляют операции дивергенции и градиента, ∆?⃗? – лапласиан векторного поля ?⃗?.
Система содержит две положительные константы – плотность 𝜌 и коэффициент
кинематической вязкости 𝜈.


















































































Классическая система Эйлера может быть получена из (1.3) – (1.6) предельным





















































Системы (1.3) – (1.6) и (1.7) – (1.10) замкнуты относительно неизвестных функций
– составляющих вектора скорости 𝑢𝑥 = 𝑢𝑥(𝑥, 𝑦, 𝑧), 𝑢𝑦 = 𝑢𝑦(𝑥, 𝑦, 𝑧), 𝑢𝑧 = 𝑢𝑧(𝑥, 𝑦, 𝑧)
и давления 𝑝 = 𝑝(𝑥, 𝑦, 𝑧).
Займемся построением точных решений системы Навье–Стокса (1.3) – (1.6), не
удовлетворяющих уравнениям Эйлера (1.7) – (1.10). Будем искать такое решение
в виде
𝑢𝑥 = 0, 𝑢𝑦 = 0, 𝑢𝑧 = 𝐴𝑥
2 + 𝐵𝑦2 + 𝜙(𝑥, 𝑦), (1.11)
𝑝 = 𝑝(𝑧). (1.12)
Здесь 𝐴 и 𝐵 – некоторые вещественные константы, подчиняющиеся условию
𝐴+𝐵 ̸= 0. Функция 𝜙(𝑥, 𝑦) является гармонической в некоторой области 𝑉 ⊂ R2𝑥,𝑦.
















𝑧 + 𝑝0, (1.14)
где 𝑝0 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡. Поскольку 𝐴 + 𝐵 ̸= 0, вязкий член в правой части (1.6) не обра-
щается в ноль. Следовательно, набор функций (1.12), (1.14) не образует решение
системы Эйлера (1.7) – (1.10).
Еще один класс точных решений будем искать в виде
𝑢𝑥 = 𝐴1𝑧
2 + 𝐵1𝑧 + 𝐶1, 𝑢𝑦 = 𝐴2𝑧
2 + 𝐵2𝑧 + 𝐶2, 𝑢𝑧 = 0, (1.15)
𝑝 = 𝑝(𝑥, 𝑦). (1.16)




2 > 0. Уравнения (1.3) и (1.6)











В силу ограничения 𝐴21+𝐴
2
2 > 0 правая часть в одном из уравнений (1.4) или (1.5)






где 𝑝0 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡. Еще одно точное решение системы Навье–Стокса, не удовлетворя-
ющее уравнениям Эйлера, построено.
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Другое решение стационарной системы Навье–Стокса, описывающее вязкое те-
чение в цилиндрических координатах, приведено в [6]. Оно может быть записано
в декартовых координатах:



































)︀ + 𝐴𝑧 + 𝑝0. (1.21)
Здесь Ω, Γ, 𝐴, 𝐵, 𝐶 и 𝑝0 – постоянные величины. Одна из констант Ω или Γ отлична
от нуля. Постоянная 𝐴 не равна нулю.
2. Точные решения стационарной квазигидродинамической системы
Квазигидродинамическая система, описывающая установившиеся течения сла-
босжимаемой вязкой жидкости, имеет вид
div ?⃗? = div ?⃗?, (2.1)
div (?⃗?⊗ ?⃗?) + 1
𝜌
∇𝑝 = 2𝜈 div ̂︀𝜎 + div [︀(?⃗? ⊗ ?⃗?) + (?⃗?⊗ ?⃗?)]︀. (2.2)
Обозначения стандартные. Влияние внешних сил не учитывается. Тензор скорос-
тей деформаций определяется с помощью выражения
̂︀𝜎 = ̂︀𝜎(?⃗?) = 1
2
[︀
(∇⊗ ?⃗?) + (∇⊗ ?⃗?)𝑇 ]︀. (2.3)
Вектор ?⃗? вычисляется по формуле
?⃗? = 𝜏
(︁









– характерное время релаксации, 𝑐𝑠 – скорость звука в жидкости. Эквивалентная
запись (2.1) – (2.2) такова:
div ?⃗? = div ?⃗?, (2.5)
div (?⃗?⊗ ?⃗?) + 1
𝜌
∇𝑝− 𝜈∆?⃗? =
= 𝜈∇(︀div ?⃗?)︀+ ?⃗? div ?⃗? + ?⃗? div ?⃗? + (?⃗? · ∇)?⃗? + (?⃗? · ∇)?⃗?. (2.6)


























































































































































































































Покажем, что построенные в предыдущем пункте наборы функций (𝑢𝑥, 𝑢𝑦, 𝑢𝑧,
𝑝) также удовлетворяют системе (2.7) – (2.10).

























































𝐴𝑥2 + 𝐵𝑦2 + 𝜙(𝑥, 𝑦)
⎞⎟⎟⎟⎟⎠ = 0,
правые части (2.5) – (2.6) обращаются в ноль.
























































)︁⎛⎝𝐴1𝑧2 + 𝐵1𝑧 + 𝐶1𝐴2𝑧2 + 𝐵2𝑧 + 𝐶2
0
⎞⎠ = 0.
Поэтому правые части (2.5) – (2.6) равны нулю.

































































𝑥2 + 𝑦2 + 𝐶
⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠ = 0.
Правые части (2.5) – (2.6) обращаются в ноль.
3. Примеры течений
Приведем примеры течений, отвечающих построенным решениям систем На-
вье–Стокса и КГД.
Пример 1. Рассмотрим движение жидкости между двумя коаксиальными ци-
линдрами радиусов 𝑅1 и 𝑅2, где 0 < 𝑅1 < 𝑅2. Ось 𝑜𝑧 правой декартовой системы
ОБ ОБЩИХ ТОЧНЫХ РЕШЕНИЯХ СТАЦИОНАРНОЙ... 11
координат направим по оси цилиндров. Внутренний цилиндр неподвижен, внеш-
ний движется вдоль оси 𝑜𝑧 с постоянной скоростью 𝑈 . Значения давления в плос-
костях 𝑧 = 𝑧1 = 0 и 𝑧 = 𝑧2 = 𝐿 > 0 постоянно и равно соответственно 𝑝1 и 𝑝2.
Числа 𝑝1 и 𝑝2 положительны, разность ∆𝑝 = 𝑝1 − 𝑝2 > 0. В промежутке между
точками 𝑧1 и 𝑧2 давление 𝑝 = 𝑝(𝑧) меняется по линейному закону
𝑝 = 𝑝1 − ∆𝑝
𝐿
𝑧. (3.1)
В (1.11) положим 𝐴 = 𝐵, 𝜙(𝑥, 𝑦) = 𝑐1 ln
√︀
𝑥2 + 𝑦2 + 𝑐2, где 𝑐1 и 𝑐2 – постоянные ве-
личины. Заметим, что функция 𝜙(𝑥, 𝑦) является гармонической при (𝑥, 𝑦) ̸= (0, 0).
Из (1.14) и (3.1) находим
𝐴 = − ∆𝑝
4𝜈𝜌𝐿
.








Распределение скорости принимает вид


















В области 𝑉1 = {(𝑥, 𝑦, 𝑧) : 𝑅1 <
√︀
𝑥2 + 𝑦2 < 𝑅2, 0 < 𝑧 < 𝐿} формулы (3.2), (3.1)
описывают течение Куэтта–Пуазейля между коаксиальными соосными цилиндра-
ми.
Пример 2. Пусть жидкость движется между двумя параллельными пластина-
ми, расстояние между которыми равно 𝐻 > 0. Плоскость 𝑥𝑜𝑦 правой декартовой
системы координат свяжем с неподвижной нижней пластиной. Ось 𝑜𝑧 направим
вертикально вверх. Вторая пластина с координатой 𝑧 = 𝐻 движется с постоянной
скоростью 𝑉 в направлении оси 𝑜𝑦. Значения давления в плоскостях 𝑥 = 𝑥1 = 0
и 𝑥 = 𝑥2 = 𝐿 > 0 постоянны и равны 𝑝1 и 𝑝2 соответственно, где 𝑝1 и 𝑝2 –
положительные числа. На промежутке [𝑥1, 𝑥2] величина 𝑝 меняется по линейному
закону:
𝑝 = 𝑝1 − ∆𝑝
𝐿
𝑥, (3.3)
причем ∆𝑝 = 𝑝1 − 𝑝2 > 0. Из (1.17) и (1.18) находим
𝐴1 = − ∆𝑝
2𝜈𝜌𝐿
, 𝐴2 = 0.
Распределение скорости (1.15) в области
𝑉2 = {(𝑥, 𝑦, 𝑧) : 0 < 𝑥 < 𝐿, −∞ < 𝑦 < +∞, 0 < 𝑧 < 𝐻},
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𝑧(𝐻 − 𝑧), 𝑢𝑦 = 𝑉
𝐻
𝑧, 𝑢𝑧 = 0. (3.4)
Движение жидкости, описываемое формулами (3.4) и (3.3), представляет собой
композицию течений Пуазейля вдоль оси 𝑜𝑥 и Куэтта вдоль оси 𝑜𝑦.
Пример 3. Рассмотрим цилиндрическую трубу радиуса 𝑅 > 0, вращающуюся
вокруг своей оси с постоянной угловой скоростью Ω. Направим ось 𝑜𝑧 правой
декартовой системы координат по оси трубы. Непосредственной проверкой можно
убедиться в том, что функции
𝑢𝑥 = −Ω𝑦, 𝑢𝑦 = Ω𝑥, 𝑢𝑧 = ∆𝑝
4𝜈𝜌𝐿
(︁









+ 𝑝1 − ∆𝑝
𝐿
𝑧, (3.6)
где 𝑝1 > 0, 𝑝2 > 0 и ∆𝑝 = 𝑝1 − 𝑝2 > 0, в области
𝑉3 = {(𝑥, 𝑦, 𝑧) : 0 6
√︀
𝑥2 + 𝑦2 < 𝑅, 0 < 𝑧 < 𝐿}
удовлетворяют системе Навье–Стокса (1.3) – (1.6) и квазигидродинамической си-
стеме (2.7) – (2.10). Они отвечают течению Пуазейля во вращающейся трубе. Одна-
ко набор функций (3.5), (3.6) из класса (1.20), (1.21) не является точным решением
уравнений Эйлера (1.7) – (1.10).
Заключение
Особый интерес представляют точные решения стационарных квазигидроди-
намических уравнений, не удовлетворяющие системам Эйлера и Навье–Стокса.
Такие решения существуют (см. [4], с. 106 – 107). Они зависят от положительного
параметра 𝜏 и их построение в большинстве задач сопряжено со значительными
трудностями. В каких случаях решение системы Навье–Стокса может быть по-
лучено из соответствующего решения системы КГД предельным переходом при
𝜏 → +0? Ответа на этот сложный вопрос пока нет.
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